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Resume. Nous resolvons un probleme d'approximation simultancc dc type Pade mettant 
en jeu des g-analogues specifiqucs des polylogarithmes et des puissances du logarithme. Ce 
probleme est fortement lie aux resultats recents des auteurs et de Wadim Zudilin [« Series 
hypergeometriques basiques, fonction g-zeta et series d'Eisenstein », a paraitre au J. Inst. 
Math. Jussieu] sur la dimension de l'espace vectoriel engendre par des g-analogues des 
valeurs de la fonction zeta de Riemann aux nombres entiers. Nous montrons aussi que ce 
resultat peut etre considere comme g-analogue d'un resultat de Stephane Fischler et du 
deuxieme auteur [J. Math. Pures Appl. 82 (2003), 1369-1394]. 

Abstract. We solve a Pade-type problem of approximating three specific functions simul- 
taneously by g-analogues of poly logarithms, respectively by powers of the logarithm. This 
problem is intimately related to recent results of the authors and Wadim Zudilin [« Series 
hypergeometriques basiques, fonction g-zeta et series d'Eisenstein », J. Inst. Math. Jussieu 
(to appear)] on the dimension of the vector space generated by g-analogues of values of 
the Riemann zeta function at integers. We also show that our result can be considered as 
a g-analogue of a result of Stephane Fischler and the second author [J. Math. Pures Appl. 
82 (2003), 1369-1394]. 



Considerons la serie 



1. Introduction 



fc=i H 



qui converge pour tout complexe \q\ < 1 et tout entier s > 1. La notation ( q est justifiee 
par le fait que cette fonction est un g-analogue de la fonction zeta de Riemann ((s) au sens 
suivant (voir paragraphe 4.1], Theorem 2] ou |H]), 

lim (1 - q)X q (s) = (s - 1)! £ - = (s - 1)! ((s). 
q ^ k=i 



2000 Mathematics Subject Classification. Primary 41A21 ; Secondary 33D15. 

Key words and phrases. Approximants de Pade, g-analogue du logarithme, g-analogues des polyloga- 
rithmes, confluence. 

I Recherche partiellement supportee par le Programme « Accroitre le potentiel humain de recherche » 
de la Commission Europeenne, contrat HPRN-CT-2001-00272, "Algebraic Combinatorics in Europe". 

1 



Dans [3], les deux auteurs et W. Zudilin ont montre que la dimension de l'espace vectoriel 

engendre sur Q par 1, C?(3), C?(5), ( q (A) (A > 3 impair) est minoree par — °^ - \f~A~ 

2\/~ 2 + 12 

lorsque 1/g G Z\{±1}. La demonstration utilise les fonctions g-polylogarithmes, defmies 
pour tout entier s > 1, par 



k=i y H 



ou z et q designent des nombres complexes tels que \q\ < 1 et \zq\ < 1. Ces fonctions 
constituent des g-analogues des polylogarithmes usuels Lij(z) au sens suivant : 



OO I, 



lim(l-g) s Li s (^g)=^- = Li 



k & 

k=l 

Notons que les polylogarithmes sont aussi utilises au cours de la demontration du theoreme 
suivant (dont celui rappele ci-dessus est un g-analogue) : la dimension de l'espace vectoriel 

engendre sur Q par 1, C(3), C(5), ((A) (A > 3 impair) est minoree par — ^°s(A) 

(voir [3 El)- Dans les deux cas, la demonstration est en fait basee sur une etude tres fine 
d'une serie (g-)hypergeometrique bien choisie que l'on commence par exprimer comme 
une combinaison lineaire polynomiale en les (g-)polylogarithmes. Plus precisement, soient 
A,n,r des entiers positifs tels que < r < A/2. Definissons les factorielles decalees (ou 
symboles de Pochhammer) (a) m = a(a + 1) • • • (a + m — 1) et les factorielles g-decalees 
(a; q) m = (1 — a)(l — aq) ■ • • (1 — aq" 1 ' 1 ), avec la convention usuelle que les produits vides 
pour m = valent 1. On pose alors 



S n (z;q) = (g; q)^ q k ^ g) ™ 



avec |g| < 1 < \z\ et A pair, ainsi que 

v - (k - rn) rn (k + n + l) rn 



S n (z) = n\ A ~» J2 : 



avec \z\ > 1. II est alors facile de montrer l'existence de deux families de polynomes 
Pj,n( z ] q) G C(g)[z] et Pj, n (z) G C[z], de degre au plus n, tels que 

A 

S n (z; q) = P , n (z; q) + V Pj, n (z; q) Uj(l/z; q) (1.2) 



i=i 

et 

A 



S n (z) = P , n (z) + V P j>n (z) lAfc/z). (1.3) 



3=1 



Par ailleurs, les numerateurs des sommandes dans les definitions de S n (z; q) et S n (z) s'an- 
nulent pour les indices k G {1, . . . , rn}, ce qui assure que l'ordre en z = des deux series 
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est exactement rn + 1 : les equations (jl.2|) et ()1.3|) peuvent done etre vues comme des 
problemes d'approximations de type Pade pour les series entieres 1 et Lij(z; q), respective- 
ment 1 et Lij(z). L 'information n'est cependant pas sumsante pour affirmer qu'il n'existe, 
a constante multiplicative pres, qu'une seule fonction S n (z;q), resp. S n (z), verifiant (|1.2j) . 
resp. ()1.3|) . et qui s'annule a l'ordre rn + 1. 

Dans pj . sont enoncees des conditions supplement aires, de type Pade, portant sur des 
objets lies a la serie S n (z) et qui suffisent a assurer que S n (z) est bien la seule solution 
de (J1.3J) pour des polynomes Pj, n (z) de degre au plus n. Voici l'enonce precis. 

Etant donnes des entiers A> 1, n > 0, p > 0, a > tels que p + a + 2 < A(n + 1), on 
cherche a resoudre le probleme d'approximations simultanees de Pade suivant : determiner 
des polynomes {dependants de A, n, p, a) P n (z), Pq(z) et Pj(z) (pour j = 1, . . . , A), de 
degre au plus n et a coefficients dans Q, tels que 



S(z) = P Q (z) + J2 P i( z ) Li i(V^) = 0(z- p - 1 ) quand z ->• oo ; 

3=1 

A 

S(z) = P (z; q) + J2 P i( z ) U ^ z ) = 0{z a+n+l ) quand z -> ; (1.4) 
i=i 

/(,) = j^PA ^V}] 1 ^ = 0((z - ir«»>->—* } quand z 1. 



w - 1 » ! 

(Ici et dans toute la suite, la fonction logarithme est definie avec sa branche principale : 
log(z) = log |^| + iaig(z), avec —it < arg(^) < n. On notera M_ l'ensemble des reels 
negatifs.) On a alors le resultat suivant, qui resout conpletement ce probleme. 

Theoreme 1. Dans les conditions ci-dessus, le probleme (J1.4)) a une solution unique, a 
une constante multiplicative pres. En choisissant cette constante egale a 1, on a 



oil C est n'importe quelle courbe fermee orientee dans le sens direct qui entoure les poles 
de Vintegrande, i.e. 0, —1, . . . , — n. 



Le but de cette note est de prouver un g-analogue du theoreme precedent. On suppose 
dorenavant que q ^ M_ ce qui permet de definir log Jz) = log(z)/log(g). 

Etant donnes des entiers A>l,n>0,p>0,cr>0 et u > tels que p + a + u + 2< 
A(n+1), on cherche a resoudre le probleme d'approximations simultanees de Pade suivant : 
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determiner des polynomes (dependants de A, n, p, a et v) Po(z; q), Po(z; q) et Pj(z; q) (pour 
j = 1, . . . , A) en la variable z, de degre au plus n et a coefficients dans Q(q), tels que 



S(z; q) = P (z; q) + Pj(z; q) Li^l/z; q) = 0{z~^) quand 



z — > oo : 



I(z-q) = J- / ^ 'j^ff > q) ° S»^ds, 



A 

S(z-q) = Pv(z-q) + Y^P j (z-q)U J (z^/q) = 0(z° +n+1 ) quand z - ; 

^5 9) = -$^-P J W~ i ;?) J_1 = °( z ~g~*) quand 2 

pour tout £ G {— z/, — z/ + 1, . . . , A(n + 1) — p — a — v — 2}. 

Theoreme 2. Dans les conditions ci-dessus, le probleme (jl.5j) a une solution unique, a 
une constante multiplicative pres. En choisissant cette constante egale a 1, on a 

S(z; q) = jr q k iqk ~ P] f^r +1]q) ° q^z- k 

et 

J_ f (sq-P;q) p (s g n+1 ;q)^ u 
2m Jc (s; q) n+l 

oil C est n'importe quelle courbe fermee orientee dans le sens direct qui entoure les poles 
de Vintegrande, i.e. 1, q~ l , . . . , q~ n , sans traverser la coupure M_. 

Avant de passer a la demonstration du Theoreme 121 faisons quelques remarques : 
Les Theoremes ^ et [21 sont formellement tres similaires, a ceci pres que le parametre « q- 
analogique » v n'a pas d'equivalent dans le cas classique. La difference majeure se situe dans 
l'enonce des conditions d'annulation des fonctions I(z) et l(z\ q) : cela n'a cependant rien 
surprenant, puisqu'il est frequent dans ce genre de situation que des singularites en certaines 
puissances de q confluent vers une unique singularity en 1 (avec une certaine multiplicite) 
lorsque q — > 1. Nous explicitons plus en detail la « convergence » du Theoreme 121 vers le 
Theoreme ^ au paragraphe El 

II est a noter l'utilisation, naturelle dans notre contexte, de log(2)/log(g) comme q- 
analogue de la fonction logarithme. Cet analogue, qui possede done une monodromie non- 
triviale en 0, est un choix historiquement classique : voir pp. Certaines theories geometriques 
recentes (etudiant l'analogie entre equations aux g-differences et equations differentielles) 
ont mis en avant un g-analogue different du logarithme : J. Sauloy [7] utilise comme q- 
logarithme la fonction £ g (z) = z6' q (z)/9 q (z), avec 9 q (z) = ^n^—^-Yq^^^^z 11 , qui est 
meromorphe sur C et dont les poles confluent le long d'une spirale lorsque q — > 1, cette 
spirale agissant alors comme une coupure du plan pour le logarithme usuel. 
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2. Demonstration du Theoreme [2] 

Remarquons tout d'abord que les polynomes Pq(z; q) et Po(z', q) son t determines de fagon 
unique, une fois connus les autres polynomes du probleme (|1.5|) . De plus, celui-ci se traduit 
par un systeme lineaire dont les inconnues sont les A(n + 1) coefficients des polynomes 
Pj(z; q) (j > 1) et dont le nombre d'equations est A(n + 1) — 1 : il y a done au moins une 
solution non-triviale (i.e. non identiquement nulle). 

On utilise temporairement la notation Pj(z;q) pour designer des polynomes generiques 
de degre au plus n en z et a coefficients dans Q(q), sans presager qu'il s'agisse des solutions 
du probleme (jl.5|) . On pose 

n 

P 3 (z-q) = Y,V ] Mz t , (2-1) 

i=0 

ou PjAv) e Q(<?)> de telle sorte que 

A co A n 

X;P^;g)Lv(lA;g)= gV fc ^ ^ 

j=l k=l—n j=l i=max(0,l-fc) 

II est utile a ce point d'introduire la fraction rationnelle (qui depend aussi de A) 



qh+ty 



A " ,*„ 



rm = t^^L (2 . 2) 



(1- sq i y 
j=l t=o K * ' 



n(s;g) 



(2.3) 

ou Il(s; q) est un polynome en s, a coefficients dans Q(q), et de degre < A(n + 1) puisque 
la decomposition en elements simples ()2.2|) de R(s; q) est sans partie principale. II est clair 
que la connaissance de U(s;q) determine de facto les polynomes Pj(z;q) (j > 1). On en 
deduit que si Ton connait II(s; q), alors on a 

oo 

k=i 

et aussi, par un simple calcul de residus utilisant l'expression ([2.2)1 . 

I(z;q) = ^ j c R(s;q)s- lo ^ds, 

ou C est n'importe quelle courbe fermee entourant dans le sens direct les poles de R(z; q) 
et qui ne traverse pas la coupure R_. Nous allons maintenant montrer que la solution du 
probleme de Pade (|1.5p est unique, a une constante multiplicative pres, et la determiner 
en explicitant le polynome « codant » U(s;q). Pour cela, nous interpretons chacune des 
conditions de ()1.5|) par quatre lemmes : il en decoulera alors que 

U(s;q) = (sq- p ;q) p (sq n+1 ;q) (7 s^ 

a une constante multiplicative pres. 



Lemme 1. Les polynomes Pi, . . . , Pa verifient la premiere condition de ()1.5|) si, et seule- 
ment si, 



Y\_(l - sq % ) = (sq p ; q) p divise 

i=i 

Demonstration. La premiere condition de (jl.5|) se traduit par l'annulation des coefficients 
de Taylor de S(z;q) d'indices 1,2, ...,p, ce qui equivaut a l'annulation de la fonction 
k i— > U(q k ; q) en k — 1, 2, . . . , p. Cela equivaut en fait a l'annulation du polynome Il(s; q) 
en s = q, q 2 , . . . , q p , d'ou l'assertion. □ 

Lemme 2. Zes polynomes Pi, . . . , Pa verifient la deuxieme condition de p. 5)1 si, et seule- 
ment si, 

II (I" = 0<f +1 ; <?)«x divise n(s; g). 

i=n+l 

Demonstration. Dans la deuxieme condition de (|1.5j) . on change z en 1/z, puis on multiplie 
par z n , de telle sorte que z n S(l/z; q) = 0(2 _0 "~ 1 ). On a 

^ J5<i/*i * M*d/«i 1/9) = z; 2: e n-^-v 

j=l fc=l-n j=l t=max(0,l-fc) ^ ^ ' 

00 A min(n,n+fc— 1) t , . 

_-n V" V" g gjAgj 

y y fi-o*- fc -«V" 

fe=l-n i=l t=0 v y ; 

Pour k > 1, le coefficient de dans la serie z n S(l/z; q) est done donne par 

q~ n ~ k R(q~ k ~ n ;q). L'annulation des coefficients de Taylor de S(z;q) d'indices 1,2, ...,a 
equivaut done a l'annulation du polynome Il(s; q) en s = g _n_1 , . . . , q~ n ~ a , d'ou l'asser- 
tion. □ 

Lemme 3. La condition I(q~^] q) — pour j G {— ^, . . . , —1} equivaut a 

s v divise H(s;q). 

Demonstration. Rappelons que 

ou C est n'importe quelle courbe fermee orientee dans le sens direct et entourant les poles 
de l'integrande, i.e. 1, q' 1 , . . . , q~ n , sans traverser la coupure K_. 

Soit — n < j < — 1, et supposons que /(g~ J : , g) = 0. Alors, pour tout contour C entourant 
les points 1, g _1 , . . . , q~ n mais ne traversant pas la coupure, done n'entourant pas 0, on a 

ou l'integrande est une fraction rationnelle dont est peut-etre un pole : nous allons montrer 
que ce n'est (eventuellement) le cas que si j < —v, ce qui prouvera que s u divise IT(s; q). 



Pour cela, notons que, par le theoreme des residus et parce que le residu a rinfini de 
l'integrande F(s;q) de I(q~-';q) est nul (car le degre du numerateur de F(s;q) est < 
A(n + 1) — 1, et celui de son denominateur > A{n + 1) + 1), on a 

= -ReSoo(F) = -L / F(s; q) ds 

ou C est un cercle entourant tous les poles de F ainsi que 0, et Co un cercle entourant et 
aucun autre pole de F, les deux orientes dans le sens direct. Done 



(2.4) 



s=0 



Puisque la fonction s i— > (s; g)^ ne s'annule pas en s = 0, on deduit de (|2.4j) . par recurrence 
sur j G {-1, -2, . . . , -i/}, que = n(0; g) = 11^(0; q) = ■ ■ ■ = n^ 1 )(0; g), ce qui prouve 
que s u divise q). La reciproque se montre facilement en renversant cet argument. □ 

Lemme 4. La condition /(g _jf ; q) = pour j e {0, . . . , A(n + 1)— p — cr — i/ — 2} equivaut 
a 

deg(n) < p + a + i/. 
Demonstration. Developpons n(s; g)/(s; g)^ +1 en serie entiere en s = oo : 

II(s; g) -A c fc 



ou uj = A(n + 1) — deg(Il) est l'ordre de cette fraction rationnelle a rinfini, et les c& sont des 
nombres complexes. Notons que cette serie converge au moins pour \s\ assez grand puisque 
uj > 1, disons pour \s\ > S. On choisit alors un cercle suffisamment grand pour que Ton 
puisse integrer cette serie terme a terme, disons le cercle C = {z : \z\ = S + 1}. On a alors 



J(g^ ; g) = -L I p^-s^ds = f> ( s^ds = c j+1 . 
2wr Jc (s; g)£ +1 ^ h 

L'annulation de /(g - -' ; g) pour j 6 {0, . . . , v4(n +1) — p — a" — v — 2} equivaut done a 

uj > A(n + 1) — p — a — u, 

ce qui equivaut plus simplement a deg(II) < p + o + v. □ 

Demonstration du Theoreme^ Puisque les polynomes s u , (sq~ p ;q) p et (sq n+1 ;q) (T n'ont 
pas de racines communes, les trois premiers lemmes montrent que s u (sq~ p ;q) p (sq n+1 ;q) a 
divise IT(s;g). Or le dernier lemme montre que deg(IT) < p + a + u, ce qui acheve la 
demonstration. □ 



3. Confluence du Theoreme [2] vers le Theoreme [T] 

Dans ce paragraphe, nous explicitons le sens precis en lequel le Theoreme El « tend » 
vers le Theoreme ^ 

Pour commencer, on remarque que, evidemment, on a 

lim(l - q) A{n+1) -°- p S{z- q) = S(z) et lim(l - q) A ^ n+1) ^- p S(z; q) = S(z). 

qr-t-1 

De plus, en faisant la substitution s — > q l dans l'integrale definissant I(z; q), on voit que 

lim(l - q) A ^ n+l) - a - p - l I(z- q) = -/(g). 

q-*\ 

D'autre part, la definition (j2.1|) des polynomes Pj(z;q) est donnee par leurs coefficients 
Pj,t{l) ^ figurent dans ()2.2j) . avec LT(s; g) = (sq~ p ; q) p (sq n+1 ; q) a s v . Explicitement, les 
Pj,t{q) sont donnes par 



(-l)A-iqt(A-i-i) d A-j f(l- sq YU(s;q) 



{A-j)\ ds A -i 



n+l 



s=l 



Par consequent, Pj,t(g) est une fraction rationnelle en q ; si cette fraction rationnelle est 
ecrite sous forme reduite, la plus grande puissance de 1 — q qui divise le denominateur 
est (1 - q )A(n+V-°-p-i . En particulier, la limite lim^^l - q) A( - n+ ^- a - p - j Pj(z; q) existe : 
c'est un polynome en z, que Ton notera Qj{z). De fagon similaire, la limite lim x (l — 
^(n+ij-ff-pp^. ^ existe et sera notee Q {z). 

Si Ton combine ces remarques avec (jl.lj) et le fait que 

lim(l - q) log (z) = - log(z), 

g->l 

on en deduit que, en multipliant les deux premieres conditions dans (|1.5j) par 
(1 — g) A ( rt + 1 ) _<J_ ' , ) en multipliant la troisieme par (1 — q)A{n+i)-a-p-i ^ p U j g en f a i san ^ finale- 
ment tendre q vers 1, on obtient 



S(z) = Q (z) + Qj( z ) U A l l z ) = 0{z- p ~ l ) quand 

fl ) quand z — > 

Pi 

— , lnp jf_1 Cl I ?\ 



oo 



= Q (z) + Qj(z) Uj(z) = 0{z' 

1 W -1 (iA) 



(3.1) 



J'=l 



(J - 1)! 



II nous reste a montrer que Ton peut mettre 0((z — i) A ( n + 1 )-p- <J - 2 ) a \ a p\ ace de 0{7). 
Pour le faire, supposons donnee une fonction f(z; q) analytique en z dans un voisinage 
ouvert suffisamment grand de 1, et telle que 



f(z; q) = 0{z — q ) quand z — > q 



(3.2) 
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pour tout I G {— m, —m + 1, . . . ,p}. Pour simplifier, on considere le cas ou p = 0, car l'ar- 
gument qui va suivre se generalise sans difficulte au cas ou p est quelconque. On developpe 
tout d'abord f(z; q) en serie de Taylor autour de z = 1 : 

oo 

f(ziq) = Y,fk(q)(z-l) k , (3.3) 
k=l 

ce developpement ne contenant pas de terme constant a cause de la condition ()3.2|) pour 
£ = 0. Nous supposons alors une condition supplement aire : la limite lim^! fk(q) existe 
pour tout k et 

oo oo 

limX>( ff )(s - l) fc = £lim /*(</)(* - l) k . 

k=l k=l 

Cette condition est satisfaite dans notre cas, c'est-a-dire pour 

/(*;*) = -(1 - q )«<*V-°-P-i ^ Pj ( zq ^- g ) V ^ . (3.4) 

La condition (|3.2|) pour les valeurs non-nulles de £ implique le systeme d'equations 

= f(q- £ ; q) = J2 fk(q)(q' e - 1)*, * e {-m, -m + 1, . . . , -1}. (3.5) 

fc=i 

On multiplie la £-ieme equation par 

1 

c e ~ m 

(t 1 - 1) n (q- e - q h ) 

h=l 

et en faisant la somme de ces equations multipliees par le facteur q correspondant sur 
£ G {— m, —m + 1, . . . , —1}, on obtient 

-l 

o = E ^/(^; 9) 

£=— m 

— 1 oo 

= E ^E/*(ff)(^-i)* 

£=—m k=l 
oo —1 

= E/*(9) E c ^-l) fc - (3-6) 

fc=l £=— m 

A ce point, on note que le choix des coefficients q implique que les coefficients de fk(q) 
dans la somme ()3.6|) sont nuls pour k = 1,2, . . . ,m — 1, et que le coefficient de / m (g) est 
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exactement 1. Dans le resultat 

oo —1 ( —I -i\k 

= f m {q) + £ fk(q) £ , 

fc>m+l £=_ m (gH - 1) f] (g-^ - 

on fait maintenant tendre q vers 1 : comme la somme exterieure porte sur les k > m, la 
limite du sommande de la somme interieure est toujours zero. Par consequent, on obtient 
bien que / m (l) = 0. De plus, si Ton applique le meme argument pour £ e {—rh,—m + 
1, . . . , — 1} avec rh = m — 1, m — 2, . . . , 1, alors on obtient que /m(l) = pour tout 
in G {1,2,..., m}, ce qui prouve que 

f(z;l) = 0{(z-l) m ). 

Cet argument, applique a (|3.4J) . montre que Ton peut bien remplacer dans (j3.1j) 

par 0((z — i^j A ( n + 1 )-p- a ~~ 2 ^ comme annonce. Le probleme d' approximation (|3.1jl est done 
exactement le probleme (jl.4j) . Comme il est demontre dans jl] que ce probleme a une 
solution unique, on a forcement l'egalite = Pj(z) pour tout j. 
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